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Podstawowe pojecia

>

>

Drzewo jest to graf prosty nieskierowany acykliczny i spéjny.
Las jest to graf prosty nieskierowany acykliczny. Spdjne
sktadowe lasu s3 drzewami.

Legalne pokolorowanie krawedzi to takie
przyporzadkowanie wszystkim krawedziom grafu koloréw,
gdzie zadne dwie sasiednie krawedzie nie s3 pokolorowane tym
samym kolorem. Krawedzie sg sasiednie jesli sa incydentne do
tego samego wierzchotka.

Indeks chromatyczny x grafu to minimalna liczba koloréw
potrzebna, aby istniato dla niego legalne pokolorowanie.
Stopien wierzchotka A to liczba krawedzi z tym
wierzchotkiem incydentnych (majacych w nim jeden swoj
koniec).
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Zasady gry

» Mamy dwéch graczy — Anie i Bartka.

» Gra rozgrywa sie na pewnym grafie prostym, ktéry
poczatkowo nie jest pokolorowany.

» W ramach jednego ruchu gracz legalnie koloruje jedna
krawedz.

» Gra sie konczy, gdy nie ma mozliwych ruchéw.

» Ania wygrywa, gdy po skonczeniu gry pokolorowane zostaty
wszystkie krawedzie. W przeciwnym wypadku wygrywa Bartek.

> (Ze wzgledu na réwnouprawnienie:) Jako pierwszy ruch
wykonuje Bartek. Potem gracze ruszaja na przemian.
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Mamy dwéch graczy — Anie i Bartka.

v

Gra rozgrywa sie na pewnym grafie prostym, ktéry
poczatkowo nie jest pokolorowany.

v

W ramach jednego ruchu gracz legalnie koloruje jedna
krawedz.

v

Gra sie konczy, gdy nie ma mozliwych ruchéw.

v

Ania wygrywa, gdy po skonczeniu gry pokolorowane zostaty
wszystkie krawedzie. W przeciwnym wypadku wygrywa Bartek.

v

(Ze wzgledu na réwnouprawnienie:) Jako pierwszy ruch
(wykonuje Bartek. Potem gracze ruszaja na przemian.

»Bartek w dowolnym momencie moze zrezygnowa¢ z ruchu.

Ania zawsze przy swojej kolejce musi pokolorowa¢ krawedz.
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Przyktad rozgrywki — dostepne 3 kolory

Pomin animacje: 3

O

O

Remigiusz Modrzejewski Kolorowanie grafu jako gra



Definicje
Zasady gry
Analiza

Przyktad rozgrywki — dostepne 3 kolory

Pomin animacje: 3

O

O

Bartek

Remigiusz Modrzejewski Kolorowanie grafu jako gra



Definicje
Zasady gry
Analiza

Przyktad rozgrywki — dostepne 3 kolory

Pomin animacje: 3

O

Ania

O

Remigiusz Modrzejewski Kolorowanie grafu jako gra



Definicje
Zasady gry
Analiza

Przyktad rozgrywki — dostepne 3 kolory

Pomin animacje: 3

O

O

Bartek

Remigiusz Modrzejewski Kolorowanie grafu jako gra



Definicje
Zasady gry
Analiza

Przyktad rozgrywki — dostepne 3 kolory

Pomin animacje: 3

O

Ania

O

Remigiusz Modrzejewski Kolorowanie grafu jako gra



Definicje
Zasady gry
Analiza

Przyktad rozgrywki — dostepne 3 kolory

Pomin animacje: 3

O

O

Bartek
PASS

Remigiusz Modrzejewski Kolorowanie grafu jako gra



Definicje
Zasady gry
Analiza

Przyktad rozgrywki — dostepne 3 kolory

Pomin animacj;:_%
N\ Ania

Remigiusz Modrzejewski Kolorowanie grafu jako gra



Definicje
Zasady gry
Analiza

Przyktad rozgrywki — dostepne 3 kolory

Pomin animacje: 3
/

Bartek

Remigiusz Modrzejewski Kolorowanie grafu jako gra



Definicje
Zasady gry
Analiza

Przyktad rozgrywki — dostepne 3 kolory

Pomin animacj;:_%
N\ Ania

Remigiusz Modrzejewski Kolorowanie grafu jako gra



Definicje
Zasady gry
Analiza

Przyktad rozgrywki — dostepne 3 kolory

Pomin animacje: 3
/

Bartek

Remigiusz Modrzejewski Kolorowanie grafu jako gra



Definicje
Zasady gry
Analiza

Przyktad rozgrywki — wynik

Nie mozna juz legalnie pokolorowad:

O—O

Wygrywa:
Bartek
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Whioski z rozgrywki

Rozpatrywa¢ bedziemy tylko lasy. W dalszej czesci artykutu
skupimy sie jednak na takich o maksymalnym stopniu A =5. Z
pokazanej rozgrywki mozna jednak wysnu¢ pewne ogdlne wnioski:
» Nie miato by wptywu na wynik rozgrywki, gdybysmy drzewo z
lewego dolnego rogu pokolorowali na koncu — drzewa mozna
rozpatrywac catkowicie niezaleznie.
» W drzewie tym Bartek nie moze doprowadzi¢ do sytuacji, w
ktérej nie uda sie go pokolorowaé — istnieja grafy, w ktérych
Ania zawsze wygra.
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Whioski z rozgrywki

Rozpatrywa¢ bedziemy tylko lasy. W dalszej czesci artykutu
skupimy sie jednak na takich o maksymalnym stopniu A =5. Z
pokazanej rozgrywki mozna jednak wysnu¢ pewne ogdlne wnioski:

» Nie miato by wptywu na wynik rozgrywki, gdybysmy drzewo z
lewego dolnego rogu pokolorowali na koncu — drzewa mozna
rozpatrywac catkowicie niezaleznie.

» W drzewie tym Bartek nie moze doprowadzi¢ do sytuacji, w
ktérej nie uda sie go pokolorowaé — istnieja grafy, w ktérych
Ania zawsze wygra.

» Gdyby Ania jako pierwsza pokolorowata krawedz, ktéra
zostata w rozgrywce niepokolorowana, a nastepnie ktéras z
pozostatych incydentnych z wierzchotkiem przy jej gbérnym
koncu, to Bartek nie mégtby jej juz przeszkodzié¢ w
pokolorowaniu reszty grafu — istniejg grafy, w ktérych Ania ma

strategie wygrywajaca.
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Whioski z wczesniejszych prac

» Dla kazdego grafu G i dostatecznie duzej liczby koloréw Ania
ma strategie wygrywajaca. Najmniejsza taka liczbe oznaczamy
przez X,(G) i nazywamy indeksem chromatycznym gry g
na grafie G (ang. game chromatic index).

» Jak wykazali Cai i Zhu, dla graféw k-zdegenerowanych
(definicja: 1) x;(G) < A + 3k — 1. Oznacza to, ze dla
n-wierzchotkowych graféw petnych x;(G) < 4(n— 1), zas dla
laséw x5 (G) < A +2.

> Erdos et al. wykazali, ze przy A > 2 zachodzi x,(G) > A + 1.

Remigiusz Modrzejewski Kolorowanie grafu jako gra



Gra Definicje
Zasady gry
Analiza

Whioski z wczesniejszych prac

» Dla kazdego grafu G i dostatecznie duzej liczby koloréw Ania
ma strategie wygrywajaca. Najmniejsza taka liczbe oznaczamy
przez X,(G) i nazywamy indeksem chromatycznym gry g
na grafie G (ang. game chromatic index).

» Jak wykazali Cai i Zhu, dla graféw k-zdegenerowanych
(definicja: 1) x;(G) < A + 3k — 1. Oznacza to, ze dla
n-wierzchotkowych graféw petnych x;(G) < 4(n— 1), zas dla
laséw x5 (G) < A +2

> Erdos et al. wykazali, 7e przy A > 2 zachodzi x,(G) > A + 1.

Dla laséw x5(G) = A+ 1A XE(G) = A+ 2.
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Strategia wygrywajaca dla Anii w drzewach o A =5

Strategia wygrywajaca mocno opiera sie na pierwszym
spostrzezeniu z wnioskéw z rozgrywki (1): traktujemy osobne
drzewa jako niezalezne pola walki. Jest ono jednak troche
wzmocnione — zawsze gdy kolorujemy $rodkowa krawedz, dzielimy
drzewo na dwa ,tnac w potowie tej krawedzi”. Powstajg nam
wtedy dwa nowe poddrzewa niezalezne.
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Strategia wygrywajaca dla Anii w drzewach o A =5

Strategia wygrywajaca mocno opiera sie na pierwszym
spostrzezeniu z wnioskéw z rozgrywki (1): traktujemy osobne
drzewa jako niezalezne pola walki. Jest ono jednak troche
wzmocnione — zawsze gdy kolorujemy $rodkowa krawedz, dzielimy
drzewo na dwa ,tnac w potowie tej krawedzi”. Powstajg nam
wtedy dwa nowe poddrzewa niezalezne.
Definiuje sie kilka klas poddrzew niezaleznych nazywanych typami
dozwolonymi. Maja one trzy wazne wtasciwosci:
1. dzielac kolejne poddrzewa niezalezne zawsze na poddrzewa
typéw dozwolonych Ania osiagnie legalne pokolorawnie grafu
2. po kazdym ruchu Bartka moze powstaé najwyzej jedno
poddrzewo niedozwolone, ktére Ania moze jednym ruchem
naprawi¢ (zredukowac do dozwolonego)
3. z kazdego typu dozwolonego mozemy bezposrednio redukowaé
do typu dozwolonego
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Definicje

» Poddrzewo niezalezne T w lesie F jest to takie poddrzewo
ze swoim czeSciowym pokolorowaniem, ze kazda pokolorowana
krawedZz w T prowadzi do liscia oraz T jest maksymalne.
Whiosek: jesli A jest lisciem w T i krawedZ do niego
prowadzaca jest niepokolorowana, to A jest tez liSciem w F.

» Wierzchotek lezacy na wszystkich $ciezkach miedzy dwoma
réznie pokolorowanymi krawedziami nazywamy
wierzchotkiem gwiazdowym.

» Poddrzewo niezalezne nazywamy n-gwiazda gdy ma n
pokolorowanych krawedzi oraz, jesli n > 3, zawiera
wierzchotek gwiazdowy.

» Méwimy, ze n-gwiazda jest regularna gdy n < 2 lub co
najmniej jedna krawedZ pokolorowana jest incydentna z
wierzchotkiem gwiazdowym.
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Przez vp-gataz B rozumiemy poddrzewo T takie, ze
doktadnie jedna krawedz z B jest incydentna z vp.

Méwimy, ze vg-gataZ B jest pokolorowana, gdy zawiera co
najmniej jedna pokolorana gataz, w przeciwnym wypadku jest
niepokolorowana. Spostrzezenie: n-gwiazda z wierzchotkiem
gwiazdowym vy ma dokfadnie n pokolorowanych i najwyzej
A — n niepokolorowanych vyp-gatezi.

W n-gwiezdzie o n > 3 o pokolorowanej krawedzi powiemy, ze
jest niedopasowana, jesli nie ma krawedzi incydentnej do jej
wierzchotka gwiazdowego o tym samym kolorze.

O niedopasowanej krawedzi powiemy, ze jest silnie
niedopasowana, jesli dodatkowo jej odlegto$¢ od wierzchotka
gwiazdowego jest réwna jeden. To znaczy, jesli miedzy nig a
wierzchotkiem gwiazdowym jest jedna niepokolorowana
krawedz.
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Typy dozwolone

Pierwszym typem dozwolonym S, s3 n-gwiazdy, ktére dodatkowo
spetniaja warunki:
1. s3 regularne

2. jesli wierzchotek gwiazdowy jest stopnia A i n > 4, to
zawieraja co najwyzej max(0, A — 1 — n) silnie
niedopasowanych krawedzi

Zwroémy uwage na fakt, ze juz catkowicie niepokolorowane drzewo
spetnia ten warunek. Jest ono 0-gwiazda, a wiec i poddrzewem
typu dozwolonego Sp.
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Typy dozwolone

Pierwszym typem dozwolonym S, s3 n-gwiazdy, ktére dodatkowo
spetniaja warunki:
1. s3 regularne

2. jesli wierzchotek gwiazdowy jest stopnia A i n > 4, to
zawieraja co najwyzej max(0, A — 1 — n) silnie
niedopasowanych krawedzi

Zwroémy uwage na fakt, ze juz catkowicie niepokolorowane drzewo
spetnia ten warunek. Jest ono 0-gwiazda, a wiec i poddrzewem
typu dozwolonego Sp.

Klasa ta nie jest wystarczajaca. Ania nie moze zapobiec stworzeniu
3-gwiazdy z dwoma silnie niedopasowanymi krawedziami. Musimy
wiec wprowadzi¢ dodatkowy typ dozwolony (konketnie P; 2) do
ktérego bedzimy redukowaé po takim ruchu Bartka. To za$
wymusza caty tancuch dodatkowych typoéw.
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Wszystkie typy moga mie¢ dodatkowe niepokolorowane vj-gatezie.

Do redukcji: 6
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Wszystkie typy moga mie¢ dodatkowe niepokolorowane vj-gatezie.

Do redukcji: 6

€1

O,

Jesli nie dodamy tutaj niepokolorowanej vp-gatezi, to rysunek
przedstawia przyktad typu S4. Po jej dodaniu okazuje sie, ze mamy
2 silnie niedopasowane krawedzie, a powinnismy mieé
A—-1—-n=5-1-4=0
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Do redukcji: 7
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Wszystkie typy moga mie¢ dodatkowe niepokolorowane vj-gatezie.

Do redukcji: 8
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Ta krawedz moze by¢ koloru Zéftego lub innego.
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Uwagi ogdlne do redukgji

» Interesujg nas gtéwnie przypadki, gdy Bartek wytworzyt nam
podgraf niedozwolony.

» W trakcie zabawy moze powstaé nam n-kometa z
wierzchotkiem gwiazdowym vq i wierzchotkiem ogonowym vj.
Nie nalezy sie jej ba¢, nie gryzie.

Rysunek przedstawia

pewng 6-komete. W dowolnym miejscu mozna dodaé dowolng
liczbe niepokolorowanych krawedzi i wierzchotkéw.
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Redukcje z typdéw S,

Jesdli w wyniku ruchu Bartka powstajg dwa poddrzewa niezalezne,
to jedno z nich musi by¢ typu S; albo S, — jest dozwolone.
Oznaczmy nowo utworzone poddrzewo niedozwolone przez T'.
Przypadek, gdy jest ono 3-gwiazda jest trywialny (trzeba
przywrécié regularnos¢), wiec zatézmy, ze T’ zawiera co najmniej 4
pokolorowane krawedzie. Oznaczmy, ze vy to wierzchotek
gwiazdowy T.

Bartek mégt pokolorowaé krawedz w pokolorowanej vp-gatezi, ale
nie lezaca na Sciezce miedzy wczesniej pokolorowang krawedzig a
vp. W takim razie powstaje n + 1-kometa z wierzchotkiem
ogonowym vi. W przeciwnym wypadku mamy do czynienia z
n-gwiazda badz n + 1-gwiazda.
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Przypadek 1: T’ jest regularng k-gwiazda, deg(vp) = A.

Bartek mégt dodac jedna silnie niedopasowang krawedz, wiec
mozemy mie¢ o dwie takie krawedzie za duzo dla wtasnosdci 2. W
takim przypadku Ania koloruje krawedZ miedzy vy a jedna z nich na
kolor drugiej z nich (jesli byta tylko jedna, to na dowolny legalny).

Wyjatkiem jest przypadek A =5, k = 4, gdy moga by¢ o 3 za
duzo. Jesli wszystkie 3 silnie niedopasowane krawedzie s3 réznych
koloréw, to nie mozemy zredukowaé do typu S,. W takim razie
usuwamy dowolne dwie z nich redukujac do typu S;.
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Przypadek 2: T’ jest n + 1-komets.

Oznaczmy prez ey pierwsza, a przez e; ostatnia krawedz na Sciezce
miedzy vp a vi.

Jesdli eg = e, to wystarczy go legalnie pokolorowad, by powstaty
dwa poddrzewa typéw S,,.

Jesli eg # e1, to Ania powinna pokolorowac ey o ile nie doprowadzi
to do powstania nieregularnej 3-gwiazdy (o ile jaka$ pokolorowana
krawedz jest incydentna z v;i). Jesli to sie jej nie uda, powinna
pokolorowaé e; kolorem krawedzi incydentnej z vp. W obu
przypadkach otrzymamy poddrzewa typow S,,.
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Redukcje z typow P,

W wieszosci typdw P; wystepuja dwie lub trzy nazwane krawedzie.
Bartek moze stworzy¢ poddrzewo niedozwolone wytacznie kolorujac
jedna z nich. Ania podéwczas naprawia sytuacje kolorujac inna
nazwang krawedz. Po takiej operacji powstaja nam,

z niepokolorowanych v,-gatezi (a wiec pominietych na rysunkach),
poddrzewa typdéw S,,. Wobec tego dalej opisujemy wytacznie
przypadki, gdy Bartek pokolorowat gataz w niepokolorowanej
vp-gatezi, od strony vy (bo z drugiej strony mamy nic lub S;).
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Typ P, ilustracja: 2

» Jesli Bartek pokolorowat krawedz w niepokolorowanej
vp-gatezi, to Ania koloruje krawedz e;.

» Jesli Bartek pokolorowat krawedZ w niepokolorowanej
vi-gatezi (prébujemy po kolei):

1.
2.

Ania koloruje e; na czerwono.
Ania koloruje pierwsza krawedz niewidocznej na ilustracji
Vp-gatezi na czerwono — P,

» Jesli Bartek pokolorowat krawedz e w niepokolorowanej
vp-gatezi:

1.
2.

Jedli e jest incydentne z vy, Ania koloruje e.
Ania koloruje krawedz incydentna z vy ze Sciezki miedzy e a v
na czerwono.

. Ania koloruje e; na czerwono.
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Typ P» , ilustracja: 3

> Jesli Bartek pokolorowat krawedZ w niepokolorowanej
vp-gatezi, to ania koloruje e — Py

» Jesli Bartek pokolorowat krawedz e w niepokolorowanej
vi-gatezi na kolor x:

1. Jesli deg(vi) =5, e jest oddalone od v; 0 1 jest
pokolorowane na zielono, to Ania koloruje na zielono pierwsza
krawedZ z pozostatej niepokolorowanej vi-gatezi — Ps

2. Ania koloruje e; na x, jesli sie nie da to jakkolwiek.

Typ Ps , ilustracja: 4

Jesli Bartek pokolorowat krawedz w niepokolorowanej vo-gatezi, to

Ania powinna pokolorowaé ey. Sytuacja jest symetryczna dla
v3-gatezi — Py
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Typ P, , ilustracja: 5

Jesli Bartek pokolorowat krawedz w niepokolorowanej v»-gatezi, to
Ania powinna pokolorowaé e; — Pc.

Typ P, , ilustracja: 6
Typ Pg , ilustracja: 7
Typ Pc , ilustracja: 8
Postepowanie dla kazdego z tych trzech typow jest identyczne:
» Jesli Bartek pokolorowat krawedz incydentna z vq, to Ania
koloruje e;.

» Jesli Bartek pokolorowat krawedzZ e nie incydentna z vg, to

Ania koloruje krawedz incydentna z vy lezaca na drodze z e do
v1. Przejdziemy tak kolejno Py — Pg — Pc — S3
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Inne przypadki
Uzupetnienia
Dodatki Zrédta

Plan prezentacji

Dodatki
Inne przypadki
Uzupetnienia
Zrédta
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Przypadki dla laséw o innych maksymalnych stopniach

1. Dla A > 6 wystarczy opisana strategia bez typoéw P,.

2. Dla A =2 dowéd, ze x;z(G) < 3 jest trywialny.

3. Dla A = 3 Andres udowodnit, ze x(G) < 4, uzywajac jednak
zupetnie innej strategii.

4. Dla A = 4 problem wciaz jest otwarty

Brakuje wiec tylko jednego przypadku, by stwierdzi¢, czy
prawdziwym jest twierdzenie:
Dla kazdego lasu G o maksymalnym stopniu wierzchotka A
zachodzi

X,g( G)<A+1
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Definicje

» Graf k-zdegenerowany to taki graf, ktérego kazdy podgraf
indukowany ma wierzchotek o stopniu co najwyzej k.
Powrét: 2.

» n-kometa jest to uktad powstajacy z n — 1-gwiazdy o
wierzchotku gwiazdowym vy poprzez pokolorowanie krawedzi
e w pokolorowanej vy-gafezi takiej, ze przed pokolorowaniem
nie lezata ona na $ciezce miedzy pokolorowanymi krawedziami.
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Prezentacja oparta na pracy The game chromatic index of
forests of maximum degree A > 5, autor: Stephan Dominique
Andres.

Przypadek dla A = 3 rozpatrzony przez tegoz samego autora
w pracy Spieltheoretische Kabtenfarbungsprobleme auf
Waldern und verwandte Strukturen.

Twierdzenie o gérnej granicy na x,(G) dla graféw
k-zdegenerowanych opisane jest w pracy Game chromatic
index of k-degenerate graphs, autorzy: L.Cai i X.Zhu
Twierdzenie o dolnej granicy na X;(G) dla laséw opisane jest

w Note on the game chromatic index of trees, autorzy:
P.Erdos, U. Faigle, W.Hochstattler.
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Opracowat: Remigiusz 'IRem’ Modrzejewski

Prezentacja przygotowana w ramach przedmiotu Algorytmy
grafowe na Katedrze Algorytméw i Modelowania Systemoéw
(http://kaims.pl). Strona przedmiotu: http://kaims.pl/~deren/ag/

Prezentacja dostepna pod adresem:
http://Irem.net/pages/view/algorithms

Prezentacja, wraz z wszystkimi ilustracjami, wykonana w cafosci za
pomoca systemu IATEX.
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